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Resumo

Este projeto tem como objetivo construir um sistema capaz de gerar um modelo
tridimensional de uma cena a partir de imagens dessa mesma cena e do conheci-
mento da localização tridimensional de 5 de seus pontos. O modelo tridimensional
a ser obtido é uma nuvem de pontos desestruturada, isto é, pontos tridimensionais
não ligados por estruturas como arestas, superfícies, etc. O sistema construído
aceita um par de imagens e primeiro determina a sua matriz fundamental a partir
de 8 ou mais correspondências de pontos característicos de um par de imagens,
para depois utilizar o conhecimento dos 5 pontos para efetuar a reconstrução
real. Vemos que o problema de determinação da matriz fundamental é malposto,
e por isso exige a normalização dos seus parâmetros. Ao �m, veri�camos que o
sistema funciona e é robusto, apresentando pouca sensibilidade a imprecisões na
determinação de pontos característicos.



Abstract

This project aims to build a system capable of creating a tridimensional model
from images taken from a scene, along with the knowledge of the tridimensional
position of 5 of its points. The tridimensional model to be created is an un-
structured point cloud, which consists of tridimensional points not connected by
elements such as edges, surfaces, etc. Our system accepts a pair of images and
�rst determines its fundamental matrix by selecting at least 8 correspondences
of feature points from two images, then uses the 5 known points to make the
real reconstruction. We show that the problem of determining the fundamental
matrix is ill-conditioned, thus requiring normalization of its parameteres. Finally,
we see that our system works and is robust, presenting little sensibility to spatial
inaccuracies in the selection of feature points.
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1 Introdução

A Visão Computacional pode ser de�nida como a ciência e o conjunto de tec-

nologias que propiciam a uma máquina a capacidade de ver [1, 2]. Seus avanços

permitem o desenvolvimento de sistemas capazes de realizar tarefas eminente-

mente humanas, como guiar um veículo por um caminho, reconhecer expressões

faciais e conceber modelos de objetos ou cenas que se enxerga. Como se nota, a

automatização dessas tarefas traz grandes benefícios para o homem em diversas

frentes; certas atividades podem ser tediosas, ou ine�cientes, ou deixar a desejar

em termos de exatidão quando executadas por humanos sem assistência compu-

tacional.

Com o crescente poder de processamento de dados que a tecnologia provê

desde o advento do computador, torna-se possível � e cada vez mais conveniente

� delegar a sistemas computacionais essas atividades. Tal possibilidade fomenta

o estudo na área, criando tecnologias que ampliam as possibilidades e os desa�os

computacionais, perfazendo-se um círculo virtuoso. Hoje, existe grande maturi-

dade no que tange a representação de sólidos por computador e a in�uência de

erros na representação numérica [3, 4].

Como aponta Karlostroem [1], no campo de reconstrução de cenas e estima-

ção de posição, a álgebra linear desempenha um papel importante. Com suas

ferramentas, desenvolvem-se as entidades básicas e os algoritmos de reconstrução

da estrutura espacial [5�7]. Utilizando essas ferramentas, iremos apresentar neste

trabalho um sistema capaz de extrair informações relevantes sobre uma cena a

partir de imagens dela e de algumas informações sobre seus pontos.

1.1 De�nições

Para podermos enunciar o objetivo do projeto e dar início o seu desenvolvimento

teórico, precisamos antes de�nir alguns conceitos importantes. Alguns desses

conceitos necessitam do apoio de algum formalismo, que não queremos introduzir

antes do capítulo seguinte. Portanto, iremos apresentá-los sem o devido rigor



1.1 De�nições 13

Figura 1.1: Sem informações sobre a cena, é difícil determinar se este carro
tem o tamanho de um carro real ou se é apenas uma miniatura. Essa incerteza

é uma ambiguidade de similaridade.

matemático, deixando para rede�ni-los no momento apropriado.

1.1.1 Cena

Uma cena é um conjunto de objetos em um ambiente. Dos componentes de uma

cena, deseja-se extrair informações métricas tridimensionais, como distância entre

dois pontos, posição exata de cada ponto ou ângulo entre linhas.

Uma cena pode ser tão complexa quanto um escritório ou uma paisagem ou

tão simples quanto um chip eletrônico, dependendo apenas da necessidade do

usuário do sistema. Este pode estar interessado na representação tridimensional

de uma turbina hidrelétrica para simulação usando elementos �nitos, caso em que

tiraria uma sequência de fotogra�as da turbina, já que di�cilmente conseguiria

enquadrar todas as características de seu interesse em uma só foto. Ou, na análise

de vídeos �lmados por câmeras de segurança, alguém poderia querer saber a

distância entre dois elementos, como um veículo e um pedestre. Como dizíamos,

o sistema proposto não discerne objetos de ambientes para efetuar a reconstrução

da cena, bastando que os pontos de interesse permaneçam estáticos para todas

as imagens obtidas.

1.1.2 Reconstrução de Cenas

Efetuar a reconstrução de uma cena signi�ca determinar coordenadas tridimen-

sionais para pontos dela a partir de imagens nas quais �gurem esses pontos. O

resultado dessa reconstrução é chamado de nuvem de pontos desestruturada [8],
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�desestruturada� por não conter informações sobre arestas, superfícies, etc.

Quando temos pouca informação, não é possível construir um modelo muito

útil da cena. Começamos com um exemplo básico: olhando a Fig. 1.1, é possível

dizer se o carrinho mostrado é do tamanho de um carro de verdade ou se é

apenas uma miniatura detalhada? Isso ilustra como a utilidade do processo de

reconstrução é limitada pelo conhecimento que se tem sobre as imagens e as

câmeras. Se soubermos a distância real entre as duas rodas dianteiras do carro,

podemos então, como humanos, deduzir com alguma precisão qual o seu tamanho

real. Isso porque sabemos que a imagem trata-se de um carro e que, portanto,

suas rodas devem estar contidas em planos paralelos, entre outras hipóteses que

nos permitem construir um modelo mental útil do objeto, embora a escala desse

modelo seja inicialmente indeterminada. Quando sabemos a distância entre as

rodas, no entanto, podemos eliminar essa ambiguidade de escala.

O processo de reconstrução por computador funciona de maneira análoga, no

que diz respeito à eliminação de ambiguidades com informações externas. Inici-

almente, sem informação alguma quanto às câmeras ou quanto à cena, o modelo

que podemos construir é completamente inútil para qualquer informação métrica:

nem sequer os ângulos entre linhas estão corretos. No entanto, com algumas in-

formações, podemos melhorar esse modelo, até que obtemos uma representação

em escala real da cena inicial.

Como neste trabalho desejamos ser independentes das câmeras utilizadas para

retratar as imagens, iremos trabalhar apenas com informações sobre a cena, que

serão o conhecimento prévio da localização tridimensional de alguns pontos, de

acordo com um sistema de coordenadas qualquer. Isso nos liberta de ter que saber,

para cada fotogra�a utilizada, onde exatamente estava posicionada a câmera,

quanto zoom foi utilizado, etc. Portanto, daqui em diante, não nos referiremos

mais a informações sobre as câmeras. Além disso, como, no nosso sistema, tais

informações serão fornecidas na forma de coordenadas de pontos no espaço, �ter

informações sobre a cena� será sinônimo de �conhecer a localização verdadeira de

alguns pontos no espaço�.

Hierarquia de Reconstruções e Reconstrução Real Podemos denomi-

nar e classi�car as possíveis reconstruções de uma cena em uma hierarquia de

reconstruções: [9]

1. Reconstrução projetiva;
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2. Reconstrução a�m;

3. Reconstrução similar;

4. Reconstrução real.

A reconstrução projetiva, a mais geral de todas, é aquela que podemos efetuar

sem informação alguma sobre a cena. A reconstrução real é aquela que desejamos:

as distâncias entre todos os pontos devem ser exatamente aquelas da cena real, o

que determina que ela seja de fato a representação perfeita da cena original.

A reconstrução similar dista da reconstrução real por uma transformação de

escala e por uma movimentação (translação e rotação) que a leva ao centro de

coordenadas desejado. Já a reconstrução a�m dista da real por uma transfor-

mação mais complexa, que envolve três rotações, uma transformação de escala

anisotrópica (isto é, fatores de escala diferentes para x, y e z) e uma transla-

ção. Os nomes das reconstruções re�etem o tipo da transformação que as leva à

reconstrução real.

1.1.3 Pontos Característicos e Pontos Correspondentes

Pontos característicos são classicamente de�nidos como pontos de uma imagem

que são �discretos, con�áveis e relevantes� [10]. No nosso sistema, pontos caracte-

rísticos serão primariamente os pontos do interesse de quem utilizará a recons-

trução, além de pontos auxiliares que porventura sejam necessários para assistir

a reconstrução. São esses pontos que, se selecionados corretamente, irão �gurar

na reconstrução efetuada pelo sistema.

Para servir como substrato ao sistema, um ponto característico deve ser iden-

ti�cado em duas imagens e ser alimentado ao sistema na forma de um par de

coordenadas 2D. Chamamos isto de mapeamento de pontos correspondentes, e o

par de coordenadas é chamado de correspondência.

Além disso, como já mencionamos, o sistema precisa da localização tridimen-

sional de alguns pontos. Para esses pontos, essa informação é fornecida junto com

a respectiva correspondência, na forma de uma coordenada 3D (de acordo com

um sistema de coordenadas qualquer).

A seleção de pontos característicos em uma imagem pode ser feita por algorit-

mos computacionais. A Transformada de Hough permite determinar segmentos

existentes em uma imagem[11], com a intersecção entre os segmentos de�nindo

pontos característicos. No entanto, esse procedimento não foi satisfatório no nosso
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caso, pois os pontos característicos selecionados eram normalmente de pouco inte-

resse para a reconstrução. Por isso, decidimos selecionar os pontos manualmente,

na interface grá�ca de computador que construímos.

1.2 Objetivo

O objetivo deste projeto é descrever e construir um sistema computacional capaz

de efetuar a reconstrução real de uma cena, a partir de alguns pontos correspon-

dentes entre duas imagens dessa cena e da localização tridimensional de alguns

desses pontos correspondentes. Mostraremos que é imediato utilizar esse sistema

com as informações de uma sequência de imagens maior do que apenas duas,

desde que cada uma das imagens tenha su�cientes correspondências com outra

qualquer.

A entrada do sistema será um conjunto de correspondências, na forma descrita

na Seção 1.1.3. Na entrada, deve haver:

• pelo menos 8 correspondências cujos pontos verdadeiros não sejam copla-

nares 4 a 4;

• a localização tridimensional de pelo menos 5 pontos não coplanares 4 a 4.

A saída do sistema será uma lista de coordenadas tridimensionais, referentes

aos pontos característicos fornecidos na forma de correspondências.

1.3 Estrutura do Trabalho

O Capítulo 2 é dedicado à determinação da matriz fundamental. Por ser o capí-

tulo introdutório da metodologia, nele também são apresentados os conceitos de

geometria projetiva, geometria epipolar e os métodos e questões computacionais

que serão abordados.

No Capítulo 3, discutimos a reconstrução real a partir da matriz fundamen-

tal. Nesse capítulo apresentamos os conceitos de matriz de câmera, ambiguidade

projetiva, objeto de calibração e, ao �m, encerramos a parte de metodologia

mostrando como proceder com o método para múltiplas imagens (mais de 2).

A seguir, apresentamos o protótipo construído no Capítulo 4, que se divide

em seções sobre a interface grá�ca (GUI) e o núcleo do programa, este responsável



1.3 Estrutura do Trabalho 17

pela parte computacional. En�m, no Capítulo 5 mostramos os resultados obtidos

e, no Capítulo 6, tecemos as conclusões.



18

2 Determinação da Matriz

Fundamental

A primeira parte da tarefa consiste em analisar as imagens que temos e extrair

relações entre elas. Esse conjunto de relações é denominado geometria epipolar

entre as imagens, sendo caracterizado pela matriz fundamental, como veremos a

seguir.

Este capítulo fornece as bases para o estudo da geometria epipolar e meios

de determinar a matriz fundamental entre duas imagens.

2.1 Elementos de Geometria Projetiva

A geometria epipolar é o estudo das relações entre diversas imagens de uma

mesma cena. Se dispusermos de informação su�ciente (isto é, um número mínimo

de imagens e correspondências entre elas), podemos tirar conclusões importantes

a partir do estudo da geometria epipolar.

A geometria projetiva oferece ferramentas mais adequadas do que a geometria

euclidiana para procurar a geometria epipolar. Nesta seção, iremos discutir alguns

elementos básicos da Geometria Projetiva, para dar embasamento para as técnicas

que utilizaremos mais à frente.

2.1.1 Coordenadas Homogêneas

Em geometria projetiva, costumamos representar pontos e linhas por coordenadas

homogêneas. Para pontos, essa representação difere da representação em coorde-

nadas euclidianas � por exemplo, um ponto (x, y) em R2 pode ser representado

por (x, y, 1) em coordenadas homogêneas.

Fator de Escala e Classe de Equivalência O terceiro elemento no exemplo

dado se refere a um fator de escala, presente em todos os elementos representados
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por coordenadas homogêneas, como pontos e linhas (vetores) e transformações

lineares (matrizes). Em coordenadas homogêneas, uma entidade com fator de

escala não-nulo tem in�nitas representações: qualquer multiplicação dessa enti-

dade por escalar não-nulo levará a outra representação da mesma entidade. O

conjunto de todas as representações de uma mesma entidade é chamado de classe

de equivalência.

2.1.2 Pontos em Coordenadas Homogêneas

Quando representados em coordenadas homogêneas, pontos ganham uma dimen-

são extra. Por exemplo, um ponto (x, y, z) em R3 pode ser representado, em

coordenadas homogêneas, por (x, y, z, 1).

Se o fator de escala for não-nulo, temos que o elemento (a, b, c) em coordena-

das homogêneas representa o ponto (a/c, b/c) em R2. O mapeamento para pontos

em Rn é análogo.

2.1.3 Linhas em Coordenadas Homogêneas

Sabemos que a equação de uma linha em R2 é a seguinte:

ax+ by + c = 0 (2.1)

Podemos decompor essa equação em um produto escalar:

(a, b, c) · (x, y, 1) = 0 (2.2)

E, assim, podemos de�nir a linha (a, b, c) como aquela cujos pontos satisfazem a

equação acima.

2.1.4 Pontos Pertencentes a Linhas

A partir da seção acima, é claro que um ponto p = (x, y, 1) pertence à linha

l = (a, b, c) se, e somente se:

pT · l = 0 (2.3)

2.1.5 Transformações Lineares

Uma propriedade interessante da representação em coordenadas homogêneas é

que, sob ela, diversas operações em pontos e linhas são transformações lineares.
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As vantagens disso são muitas e se encontram no fato de que essas operações

podem ser representadas por matrizes, e aplicar essas operações a entidades nada

mais é do que multiplicar a entidade pela operação desejada.

Se f for uma transformação linear, sabemos da álgebra linear que kf(x) =

f(kx). Como, em coordenadas homogêneas, kx é equivalente a x (�Fator de

Escala�, Seção 2.1.1), temos que f(kx) = f(x), portanto f também é invariante

a escala.

Veremos a seguir alguns exemplos de transformações que usaremos no desen-

volvimento do nosso projeto.

Translação de Pontos Transladar um ponto de dx na direção x e dy na

direção y: 
x

y

1

→


x+ dx

y + dy

1

 (2.4)

Uma matriz que satisfaz essa operação é dada a seguir:
x+ dx

y + dy

1

 =


1 0 dx

0 1 dy

0 0 1




x

y

1

 (2.5)

Ampliação de Pontos Ampliar um ponto de kx na direção x e ky na direção

y: 
x

y

1

→


kxx

kyy

1

 (2.6)

Uma matriz que satisfaz essa operação é dada a seguir:
kxx

kyy

1

 =


kx 0 0

0 ky 0

0 0 1




x

y

1

 (2.7)

Composição de Operações Uma matriz de transformação linear pode rea-

lizar uma série de operações de uma vez só. Vejamos um exemplo que será útil

a seguir. Imagine que desejamos transladar um ponto de dx em x e dy em y, e

depois ampliá-lo de kx em x e ky em y. A operação seria a seguinte, na ordem
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Figura 2.1: Duas imagens de uma mesma cena. C1 e C2 são centros de
câmera; p1 e p2 são as projeções de P nas imagens.

dada: 
kx(x+ dx)

ky(y + dy)

1

 =


kx 0 0

0 ky 0

0 0 1





1 0 dx

0 1 dy

0 0 1




x

y

1


 (2.8)

Repare na ordem imposta pelos parênteses. Ela não é importante, no entanto,

porque a multiplicação matricial é associativa. Assim, podemos realizar primeiro

a multiplicação entre as duas matrizes, e �camos com:
kx(x+ dx)

ky(y + dy)

1

 =


kx 0 kxdx

0 ky kydy

0 0 1




x

y

1

 (2.9)

A matriz acima representa uma composição entre translação e subsequente

ampliação, de parâmetros arbitrários (dx, dy, kx, ky).

2.2 Linha Epipolar, Epipolo e Matriz Fundamen-

tal

Nesta seção conheceremos algumas entidades da geometria epipolar que serão

essenciais para o desenvolvimento do projeto. Para esta seção, usaremos o modelo

de duas câmeras gerando imagens de uma mesma cena, ilustrado na Fig. 2.1. A

cena é representada pelo ponto P.

Para entendermos o que são os conceitos acima, façamos um pequeno exercício

mental. Imaginemos que nós conheçamos apenas os centros de câmera C1 e C2 e

a projeção do ponto P na imagem 1, isto é, p1 � não conhecemos P! É possível

tirar alguma conclusão acerca da posição de P e de sua projeção na imagem 2,
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(a) (b)

(c)

Figura 2.2: Dedução da linha epipolar. (a) dados iniciais: centros de câmera e
imagem p1. (b) extrapolação de C1-p1 e projeção dos pontos hipotéticos em 2.

(c) linha epipolar l2, que restringe p2, e epipolo e2.

p2?

Bem, podemos certamente intuir que o pontoP deve situar-se em algum ponto

na reta que passa por C1 e p1, naturalmente, por ser p1 uma projeção. Assim,

imaginemos alguns lugares possíveis onde P pode se situar, como mostrado na

Fig. 2.2b. Projeções possíveis desses pontos hipotéticos na imagem 2 nos levam

a crer que o procedimento resulta alguma restrição quanto à localização de p2.

De fato, se projetarmos todos os in�nitos pontos hipotéticos P? na imagem

2, obtemos o lugar da projeção p2! Esse lugar geométrico é uma linha e sua

propriedade restritiva da localização de p2 é tão importante que foi batizado de

linha epipolar.

Podemos também apresentar o epipolo, que, embora não tenha utilidade di-

reta aqui, é uma entidade importante da geometria epipolar. O epipolo é o ponto

onde todas as linhas epipolares possíveis (geradas a partir de diferentes pontos

p1) se interceptam. O epipolo da imagem 2 se encontra na intersecção da reta

que passa por C1 e C2 e do plano de imagem 2. Analogamente, o epipolo da

imagem 1 se encontra na intersecção dessa reta e do plano de imagem 1.

Eis que surge a matriz fundamental. Ela representa a transformação linear

que leva um ponto p1 (na imagem 1) à linha epipolar l2 (na imagem 2), que

restringe a localização de p2. Assim, sendo F a matriz fundamental, temos:

l2 = F · p1 (2.10)
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Como sabemos que p2 pertence a l2, podemos enunciar a importantíssima con-

dição de correspondência da Matriz Fundamental :

pT
2 · F · p1 = 0 (2.11)

2.3 Determinação da Matriz Fundamental

Analisando a matriz fundamental, podemos derivar relações que irão nos aju-

dar a determiná-la. Primeiramente, esta equação mostra o formato da matriz

fundamental: 
l2,1

l2,2

l2,3

 =


f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33




x1

y1

1

 (2.12)

2.3.1 Restrição de Singularidade

Como a matriz leva vetores de dimensão 3 a vetores de dimensão 3, ela tem

dimensão 3x3. No entanto, como a imagem de F tem dimensão 2 (linhas no

espaço bidimensional), a matriz F tem posto 2.

Essa propriedade é conhecida como restrição de singularidade e pode ser

expressa através da equação:

det F = 0 (2.13)

2.3.2 Restrição de Norma

Como já dissemos, por ser uma transformação linear de coordenadas homogêneas,

a matriz F pode ser multiplicada à revelia por valores escalares não-nulos sem

que deixe de representar a mesma transformação. Essa propriedade é conhecida

como restrição de norma.

2.3.3 Condição de Correspondência

Se conhecermos um par de pontos correspondentes p1 = (x1, y1, 1) e p2 =

(x2, y2, 1) entre duas imagens, a condição de correspondência nos dá:

[ x2 y2 1 ]


f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33




x1

y1

1

 = 0 (2.14)
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Efetuando a multiplicação, temos:

x2x1f11+x2y1f12+x2f13+y2x1f21+y2y1f22+y2f23+x1f31+y1f32+f33 = 0 (2.15)

Arranjando as incógnitas (fij) em um vetor-coluna f , teremos:

[ x2x1 x2y1 x2 y2x1 y2y1 y2 x1 y1 1 ]f = 0 (2.16)

Assim, temos que o conhecimento de uma correspondência resultou em uma

equação cujas incógnitas são os elementos da matriz fundamental.

2.3.4 Algoritmo dos 7 Pontos Correspondentes

Se conhecermos 7 correspondências entre imagens, podemos montar 7 equações

com as condições de correspondência. Deve-se tomar cuidado para não utilizar

quatro ou mais pontos coplanares, pois isso geraria equações linearmente depen-

dentes entre si.

Assim, com os 7 pares de pontos correspondentes a↔ b, c↔ d, . . . ,m↔ n

podemos montar o sistema:

A · f =


b1a1 b1a2 b1 b2a1 b2a2 b2 a1 a2 1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

n1m1 n1m2 n1 n2m1 n2m2 n2 m1 m2 1

 · f = 0 (2.17)

A matriz A será 7x9, e o sistema será, naturalmente, indeterminado. Assim,

podemos resolvê-lo de modo a encontrar dois vetores f1 e f2 dos quais qualquer

combinação linear f = k1f1 + k2f2 resulte A · f = 0.

Assim, reduzimos o problema de nove incógnitas a apenas duas: k1 e k2. No

entanto, façamos:

λ =
k2
k1

(2.18)

Então vem:

f = k1(f1 + λf2) (2.19)

Assim, k1 é meramente um fator de escala, que a restrição de norma nos diz

que é irrelevante. Portanto, a busca reduz-se a encontrar o fator de ponderação

λ entre as duas soluções.

Resta-nos a restrição de singularidade. Podemos montar a matriz F da se-
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guinte maneira:

F =


f 1
11 + λf 2

11 f 1
12 + λf 2

12 f 1
13 + λf 2

13

f 1
21 + λf 2

21 f 1
22 + λf 2

22 f 1
23 + λf 2

23

f 1
31 + λf 2

31 f 1
32 + λf 2

32 f 1
33 + λf 2

33

 (2.20)

e executar:

det F = 0 (2.21)

Como se trata de uma matriz 3x3, a equação acima nos levaria a um polinômio

de terceiro grau em λ. Quaisquer soluções provenientes de raízes desse polinômio

devem ser checadas, veri�cando se resultam em matrizes de posto 2. Isso porque

a restrição de singularidade expressa em termos do determinante também envolve

soluções de posto 1, e estas devem ser descartadas.

2.3.5 Algoritmo dos 8 Pontos Correspondentes

O Algoritmo dos 7 Pontos Correspondentes é válido para a determinação de ma-

trizes fundamentais. No entanto, a aplicação da restrição de singularidade, com

a resolução de um polinômio de terceiro grau e subsequente veri�cação das solu-

ções é uma desvantagem desse algoritmo. Assim, Longuett-Higgins desenvolveu

o Algoritmo dos 8 Pontos Correspondentes [12], que não necessita desses passos

extras.

A chave para a melhora do algoritmo é evitar aplicar a restrição de singu-

laridade expressa pelo determinante nulo de F. Isso nos leva, naturalmente, a

�carmos desfalcados de uma equação para determinar completamente a matriz

fundamental. Compensamos esse desfalque com o uso de uma ou mais correspon-

dências extras.

Deve-se notar que o uso de pares de pontos correspondentes a mais pode levar

o sistema à sobredeterminação. Nesse caso, nós deixamos de procurar f tal que

A · f = 0, e passamos a procurar f que minimize a norma de A · f , segundo alguma
de�nição. No entanto, como veremos a seguir, isso não irá alterar o procedimento

computacional de solução do sistema.

Outra questão importante neste algoritmo é que, por não aplicarmos a restri-

ção de singularidade, normalmente acabaremos com uma solução cujo posto é 3.

Nesse caso, precisamos fazer uma aproximação da matriz de posto 3 encontrada

por uma matriz de posto 2 que satisfaça algum critério de similaridade com a

matriz original. Veremos também a seguir como proceder tal manobra.
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Tabela 2.1: Representação numérica do SVD da Equação (2.23)

Valor singular Vetor singular à esquerda Vetor singular à direita
9,51 (-0,39; -0,92) (-0,43; -0,57; -0,70)
0,77 (-0,92; -0,39) (0,81; 0,11; -0,58)
0 � (-0,41; 0,82; -0,41)

2.4 Decomposição em Valores Singulares (SVD)

Em álgebra linear, a decomposição em valores singulares (do inglês Singular Va-

lue Decomposition) estende para matrizes o conceito de fatoração. Pode-se de-

monstrar, por ele, que qualquer matriz composta por valores complexos pode ser

reduzida à multiplicação de três matrizes, que detêm propriedades úteis.

No domínio das matrizes de números reais, uma aplicação do SVD resultaria

no seguinte:

Amn = Umm ·Dmn · VT
nn (2.22)

A matriz D é sempre uma diagonal de valores não negativos chamados valores

singulares. A cada valor singular corresponde um vetor singular à esquerda e

um vetor singular à direita, que são, respectivamente, os vetores formados pelas

colunas correspondentes de U e de V. Para ilustrar, considere o exemplo a seguir.[
1 2 3

4 5 6

]
=

[
−0,39 −0,92
−0,92 −0,39

][
9,51 0 0

0 0,77 0

]
−0,43 0,81 −0,41
−0,57 0,11 0,82

−0,70 −0,58 −0,41


T (2.23)

Como podemos ver na Tabela 2.1, embora não haja um valor singular 0 na

matrizD, consideramos que o elemento que falta para que a matrizD seja diagonal

seja esse valor 0. Assim, podemos associar a esse valor os vetores singulares que

aparentemente não teriam associação (como a última coluna de V, por exemplo).

2.4.1 Soluções Não-Triviais de Equações Homogêneas

O SVD é uma grande ferramenta computacional para resolver equações homogê-

neas, quando não se deseja a solução trivial. Pode-se mostrar que, se uma matriz

A gera um sistema linear indeterminado, seu SVD terá um número de valores

singulares nulos igual ao grau de indeterminação do sistema (incluindo-se os va-

lores singulares que não aparecem na matriz, como no exemplo dado), e cada
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vetor singular à direita x associado a esses valores singulares satisfará a equação

A · x = 0.

Por outro lado, se uma matriz A gerar um sistema linear determinado ou

sobredeterminado, pode-se mostrar que o vetor singular x à direita do menor

valor singular será aquele que minimiza a norma de Ax, segundo a norma de

Frobenius (raiz da soma dos quadrados dos elementos).

2.4.2 Redução de Posto de Matrizes

O SVD oferece também uma maneira de se aproximar uma matriz de posto n por

uma matriz de posto m < n. O procedimento consiste simplesmente em aplicar

o SVD em uma matriz A, zerar os n−m menores valores singulares e multiplicar

novamente as matrizes da decomposição, obtendo-se uma matriz Ã. Essa matriz

é a aproximação de posto reduzido que minimiza a norma de A− Ã, novamente

de acordo com a norma de Frobenius.

2.5 Questão Computacional: Mau Condicionamento

Um grande problema dos algoritmos propostos para se determinar a matriz fun-

damental é que eles gerarão sistemas lineares malcondicionados. A seguir, fare-

mos uma breve introdução sobre sistemas lineares malcondicionados e, a seguir,

analisaremos por que o nosso sistema será malcondicionado e como resolver esse

problema.

2.5.1 Condicionamento de um Sistema Linear

Examinemos o seguinte sistema de equações lineares:[13]

x+ y = 1 (2.24)

x+ 1,01y = 2 (2.25)

Podemos resolver facilmente o problema e obter a solução (-99, 100). No entanto,

suponhamos que, por uma questão de arredondamento, chegássemos ao seguinte

sistema, ao invés de ao anterior:

x+ y = 1 (2.26)

x+ 1,02y = 2 (2.27)
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A solução para este sistema é (-49, 50). Como se vê, um erro de aproximadamente

1% em um dos coe�cientes resultou em um erro de 50% nos valores encontrados.

Chamamos sistemas anomalamente sensíveis como esse de sistemas malcondici-

onados. Tais sistemas apresentam um problema considerável para a resolução

numérica, pois, como visto, arredondamentos corriqueiros podem levar a erros

grotescos.

Uma das raízes do mau condicionamento reside na pequena variação dos

valores dos coe�cientes relativamente a seus valores absolutos. Por isso mesmo,

muitas vezes podem ser encontradas matrizes equivalentes à original que são

bem-condicionadas. Para o exemplo dado, podemos combinar linearmente as

equações1 de modo a encontrar:

3x+ 4y = 103 (2.28)

4x− 3y = −696 (2.29)

Nesse sistema, um erro de mesma ordem no mesmo coe�ciente gera um erro

máximo de 0,48% na solução.

2.5.2 Normalização

Como vimos anteriormente, sistemas lineares que apresentam pouca variação de

coe�cientes face a seus valores absolutos são candidatos ao mau condicionamento.

Essa situação surge com frequência no campo de visão computacional. Basta

imaginar que, hoje em dia, câmeras fotográ�cas comerciais têm resoluções na

casa dos milhares de pontos em cada eixo e, frequentemente, a ordem de grandeza

das diferenças de coordenadas entre dois pontos correspondentes se encontra bem

abaixo de 103. Assim, não raro resultam sistemas lineares com coe�cientes muito

semelhantes e, nesse caso, ligeiras aproximações numéricas podem comprometer

seriamente os resultados.

Uma maneira de se resolver esse problema, no entanto, é aplicar a normali-

zação dos pontos correspondentes, sugerida por Hartley [14] sobre o algoritmo de

Longuett-Higgins [12].

Trata-se de se transladar e escalonar as imagens de maneira a se minimizar o

efeito deletério das coordenadas distantes e semelhantes. A normalização consiste

em mudar as origens das coordenadas de cada uma das imagens, de modo que, em

cada uma, a origem se posicione no centro geométrico dos pontos característicos

1−97× (2.24) + 100× (2.25); 704× (2.24)− 700× (2.25)
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individuais. Então, aplica-se um fator de escala nos pontos, de maneira a tornar

a distância média deles em relação à origem igual a
√
2.

2.5.3 Matrizes de Normalização

Para cada imagem, portanto, construiremos uma matriz de normalização e a

aplicaremos em seus pontos característicos, de maneira que:

p̂ = T · p (2.30)

A matriz de normalização dos pontos da imagem 1 será T1 e, da imagem 2,

T2.

Como dissemos, a matriz de normalização translada os pontos de modo a

neutralizar a distância entre o centroide dos pontos e a origem do sistema car-

tesiano. Depois disso, ela amplia os pontos de modo que a distância média dos

pontos à origem seja
√
2.

Resgatando a transformação linear que combina translação e ampliação da

Equação (2.9), temos:
kx(x+ dx)

ky(y + dy)

1

 =


kx 0 kxdx

0 ky kydy

0 0 1




x

y

1

 (2.31)

No nosso caso, temos que dx e dy são negativos e iguais em módulo às coor-

denadas em x e y do centroide do conjunto de pontos característicos. Já kx e ky

são iguais, e de valor
√
2 dividido pela distância média dos pontos ao centroide.

Assim, temos:

dx = − 1

n

n∑
i

xi (2.32)

dy = −
1

n

n∑
i

yi (2.33)

kx =

√
2

1
n

∑n
i

√
(xi + dx)2 + (yi + dy)2

(2.34)

ky = kx (2.35)

E, assim, montamos as matrizes de normalização.
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2.6 Algoritmo dos 8 Pontos Correspondentes Nor-

malizado

Quando aplicamos a normalização antes de montar o sistema linear para deter-

minar a matriz fundamental, no �nal do processo temos uma matriz fundamental

que não serve para os pontos não-normalizados, mas apenas para os pontos nor-

malizados.

Assim, deixa-se de satisfazer a condição de correspondência original para se

satisfazer:

p̂T
2 · F̂ · p̂1 = 0 (2.36)

O que procuramos, naturalmente, é uma matriz F que satisfaça a Equa-

ção (2.11):

pT
2 · F · p1 = 0 (2.37)

Bem, sabemos que:

p̂1 = T1 · p1 (2.38)

p̂2 = T2 · p2 (2.39)

Então:

(T2 · p2)
T · F̂ · T1 · p1 = 0⇔ pT

2 · T
T
2 · F̂ · T1 · p1 = 0⇔ F = TT

2 · F̂ · T1 (2.40)

A isso chamamos de denormalização da matriz fundamental.
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3 Reconstrução Real

Após encontrada a matriz fundamental entre duas imagens, deve-se utilizá-la,

junto com as informações externas que se têm, para determinar a reconstrução

real da cena. A reconstrução da cena é caracterizada pelas suas matrizes de

câmera, com as quais pode-se determinar a localização tridimensional de pontos

característicos (e correspondentes) das imagens.

Este capítulo mostra como efetuar a reconstrução real a partir da matriz

fundamental e do conhecimento da localização tridimensional de 5 pontos corres-

pondentes entre duas imagens.

3.1 Matriz de Câmera

Uma imagem de uma cena é um conjunto de pontos bidimensionais obtidos atra-

vés da projeção de pontos tridimensionais em um plano. Em coordenadas homo-

gêneas, o que temos é:

x = P ·X (3.1)

X é um vetor homogêneo que representa um ponto no espaço, e x é sua projeção

no plano. Assim, P leva um vetor de quatro dimensões a um de três dimensões e,

portanto, é uma matriz 3x4 e tem posto 3. P é a matriz de câmera. Sua operação

é projetar pontos tridimensionais X no plano de imagem.

3.1.1 Parâmetros da Matriz de Câmera

Não será preciso entrar em detalhes sobre os elementos da matriz de câmera, mas

é pertinente apontar que eles são os seguintes:

• distância focal f

• resolução em x e em y

• inclinação do plano de imagem s
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• posição do ponto principal (x0, y0)T

• posição absoluta do centro de câmera (X0, Y0, Z0)
T

• rotação R da câmera em relação ao sistema de coordenadas absoluto

Os dois últimos itens dizem respeito à posição absoluta da câmera e, por

isso, são chamados de parâmetros externos ou extrínsecos, tendo, naturalmente, 6

graus de liberdade. Os outros são parâmetros intrínsecos da câmera e totalizam 5

graus de liberdade (entre a distância focal, resolução e posição do ponto principal

há apenas 4 graus de liberdade).

Duas fotogra�as diferentes, mesmo se tiradas com a mesma máquina fotográ-

�ca, podem ter (e normalmente terão) matrizes de câmera distintas. Em primeiro

lugar, os parâmetros extrínsecos normalmente serão diferentes, pois a máquina

provavelmente terá transladado ou rotacionado para pegar um ângulo diferente.

Quanto aos parâmetros intrínsecos, a distância focal pode ter se alterado, ou

mesmo a resolução.

Ou pode ser mesmo o caso de a segunda câmera ser uma máquina diferente da

primeira. Como o objetivo deste trabalho é obter um sistema independente das

câmeras utilizadas, trabalharemos sempre com duas matrizes de câmera genéricas,

P1 e P2, para um par de imagens.

3.2 Triangulação de Matrizes de Câmera

O objetivo deste projeto pode ser traduzido em obter a coordenada absoluta de

pontos a partir de suas imagens. Embora isso não seja possível diretamente a

partir da matriz de câmera � já que ela não é inversível, nem faria sentido que

fosse �, ela é extremamente útil na tarefa, pois nos dará uma linha no espaço

tridimensional onde o ponto original deve estar.

Sabemos que um ponto X, para ser projetado em x, deve obedecer à Equa-

ção (3.1). Se tivermos X = Ppx, com Pp sendo a pseudoinversa de P (tal que

PPp = I), teremos:

P ·X = P · Pp · x = I · x = x (3.2)

Repare que Pp não é uma inversa, pois P não é uma matriz quadrada. Tam-

bém, I é uma matriz de dimensão 3, não de dimensão 4. Uma das expressões

possíveis para Pp é:

P · PT ·
(
P · PT

)−1
= I3x3 ⇒ Pp = PT ·

(
P · PT

)−1
(3.3)
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Assim, temos que Pp·x é um dos pontos da linha que restringeX. Outro ponto

dessa linha certamente é o centro de câmera, C. Se encontrarmos duas dessas

linhas (uma em cada imagem), podemos encontrar o pontoX na intersecção entre

elas. Isso é chamado de triangulação.

No entanto, o método utilizado não será exatamente esse, por ser esta uma

abordagem idealizada. Na prática, as matrizes de câmera não serão determinadas

com exatidão, o que faria com que as linhas obtidas não se interceptassem em

nenhum ponto. Nosso procedimento será obter o ponto que melhor aproxime a

intersecção entre linhas.

Sendo P qualquer uma das câmeras conhecidas P1 e P2, temos que P · X
sempre pertencerá à classe de equivalência de x, ou seja, P ·X = λx. Por isso,

podemos fazer PX× x = 0.

Denotando as linhas de cada P da seguinte maneira:

Pi =


pi
1

pi
2

pi
3

 (3.4)

Temos do produto vetorial o seguinte conjunto de equações, para dado xi =

(xi, yi, 1):

xi
(
pi
3 ·X

)
−
(
pi
1 ·X

)
= 0 (3.5)

yi
(
pi
3 ·X

)
−
(
pi
2 ·X

)
= 0 (3.6)

xi
(
pi
2 ·X

)
− yi

(
pi
1 ·X

)
= 0 (3.7)

Nota-se que a terceira equação é combinação linear das duas primeiras.

Fazendo a operação para ambas as imagens, temos:

Ax =


x1p

1
3 − p1

1

y1p
1
3 − p1

2

x2p
2
3 − p2

1

y2p
2
3 − p2

2

X = 0 (3.8)

Deve-se notar duas coisas sobre o sistema linear acima:

1. A matriz A tem dimensão 4x4, e não 4x1, como pode aparentar.

2. Como X deve ser determinado a menos de um fator de escala, o sistema

linear 4x4 pode ser sobredeterminado. Idealmente, A teria posto 3, mas
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isso não acontecerá com matrizes obtidas a partir de dados reais. Na SVD

de A, a melhor solução se encontra no vetor singular à direita do menor

valor singular, que, idealmente, seria zero.

3.3 Relação entre Matrizes de Câmera e Matriz

Fundamental

Como já vimos, a matriz fundamental relaciona um par de imagens de uma mesma

cena. Naturalmente, embora a matriz fundamental possa ser determinada a par-

tir de correspondências entre pontos, ela não é função dos pares de pontos que

escolhermos para determiná-la, isto é: se fossem outros objetos na frente das

câmeras, ainda assim a matriz fundamental seria a mesma.

Em outras palavras, a matriz fundamental é função apenas das duas ima-

gens em questão, que são determinadas pelas matrizes de câmera e pelos pontos

tridimensionais projetados. Mas, como acabamos de dizer, os eventuais pontos

projetados não têm in�uência na matriz fundamental. Segue que esta é função

apenas do par de matrizes de câmera usado.

Assim, temos que um par de matrizes de câmera determina unicamente uma

matriz fundamental. Como já aprendemos a determinar a matriz fundamental de

um par de imagens, isso é uma boa notícia, pois iremos utilizá-la para determinar

as matrizes de câmera.

3.4 Ambiguidade Projetiva de Câmeras a partir

da Matriz Fundamental

Embora um par de matrizes de câmera determine uma matriz fundamental, essa

relação não é bijetora: uma matriz fundamental não determina um par de matri-

zes de câmera. Na verdade, qualquer par de matrizes de câmera �separados por�

uma transformação projetiva determina a mesma matriz fundamental.

Imagine que pontos Xi sejam projetados em imagens por matrizes de câmera

P1 e P2. Agora, olhe para os pontos H ·Xi, sendo H uma transformação projetiva

qualquer. Se olharmos as imagens deles segundo as câmeras P1 · H−1 e P2 · H−1,

respectivamente, teremos as mesmas imagens dos pontos iniciais, pois:(
P1 · H−1

)
· (H ·Xi) = P1 ·Xi (3.9)
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e idem para a matriz P2. Assim, teremos as mesmas correspondências e, portanto,

a mesma matriz fundamental.

Portanto, há mais de uma reconstrução (isto é, um par de matrizes de câmera

e um conjunto de pontos tridimensionais) obtenível a partir de uma matriz fun-

damental, e essa ambiguidade só pode ser resolvida tendo-se informações sobre a

cena ou sobre as câmeras. Tomaremos como lema que, dados uma matriz funda-

mental F e o epipolo e2 no contradomínio de F, um par de matrizes de câmera

é:

P1 = [I3x3|0] (3.10)

P2 = [[e2]×F|e2] (3.11)

onde [e2]× denota a matriz antissimétrica para produto vetorial a partir de

e2. Esta matriz é construída da seguinte maneira, para um vetor qualquer

v = (v1, v2, v3) é:

[v]× =


0 −v3 v2

v3 0 −v1
−v2 v1 0

 (3.12)

Tais P1 e P2 são chamadas de câmeras canônicas para dado F, e essas câmeras

serão utilizadas para efetuar a triangulação.

3.5 Reconstrução Real a partir de Objeto de Ca-

libração

Ao encontrar uma projetividade H que leve os pontos estimados a partir das câ-

meras canônicas a pontos em uma estrutura euclidiana na escala correta, estamos

extinguindo a ambiguidade projetiva e criando uma reconstrução real, como já

de�nido na Seção 1.1.2: um modelo do qual podem-se extrair medidas �elmente.

Uma das maneiras de se determinar tal H é conhecendo de antemão as po-

sições absolutas de alguns pontos fotografados. Para termos tal conhecimento,

podemos inserir na cena fotografada algum objeto de dimensões conhecidas e

medir as posições de pontos característicos dele em relação a algum sistema de

coordenadas conveniente. Esse sistema de coordenadas acabará sendo o sistema

absoluto para toda a reconstrução.

Conhecendo a posição verdadeira no espaço (x, y, z) de algum ponto, inicial-
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mente em suas coordenadas projetivas X, e tendo as linhas de H como:

H =


h1

h2

h3

h4

 (3.13)

podemos escrever (em coordenadas não-homogêneas):
x

y

z

 =
1

h4 ·X


h1 ·X
h2 ·X
h3 ·X

⇒


xh4 ·X− h1 ·X
yh4 ·X− h2 ·X
zh4 ·X− h3 ·X

 = 0 (3.14)

e, assim, reorganizar em um sistema:


−XT 0T 0T xXT

0T −XT 0T yXT

0T 0T −XT zXT




hT
1

hT
2

hT
3

hT
4

 = 0 (3.15)

Repare que o sistema tem dimensão 3x16, e o vetor h tem 16 linhas, que são

os elementos de H. Como H deve ser determinado a menos de um fator de escala,

bastam 5 pontos conhecidos para determinar a reconstrução métrica.

3.6 Reconstrução a partir de Múltiplas Imagens

Como mostramos, o sistema descrito trabalha com imagens duas a duas, ou seja,

uma sequência de imagens de uma cena não é utilizada toda de uma vez só. No

entanto, muitas vezes desejaremos utilizar múltiplas imagens de uma cena, pois,

por exemplo, pode ser impossível capturar, com apenas duas imagens, todos os

detalhes relevantes de uma cena.

A solução para esse problema é simples. Dado que uma reconstrução a partir

de um par de imagens já foi feita, a chave é alimentar os pontos conhecidos no

próximo par de imagens utilizado. Por isso, é interessante que o próximo par

de imagens tenha pelo menos 5 pontos característicos já reconstruídos, pois isso

torna desnecessário o uso de objeto de calibração nesse par.
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4 Protótipo

O protótipo construído foi dividido em duas partes: núcleo e interface grá�ca

(GUI). A GUI é responsável por coletar as informações necessárias para o sistema:

coordenadas de pontos correspondentes e pontos tridimensionais conhecidos. O

núcleo é responsável por fazer, a partir dos dados fornecidos pela GUI, os cálculos

necessários para a reconstrução real: determinação da matriz fundamental e a

reconstrução a partir dela.

Como se vê, faz-se necessário um meio de comunicação entre a GUI e o

núcleo, para trocar dados como coordenadas de pontos característicos e a matriz

fundamental calculada. Essa comunicação se dá por arquivos de texto formatados

com um padrão preestabelecido.

4.1 Interface Grá�ca (GUI)

A interface grá�ca foi desenvolvida em Visual C#, utilizando o Microsoft Visual

Studio 2010 (.NET Framework 4.0). A função básica que ela atende é possibili-

tar a seleção manual de pontos característicos e correspondências entre imagens,

utilizando o mouse.

Inicialmente, é necessário carregar o par de imagens, o que se faz utilizando o

Figura 4.1: Seleção manual de pontos na GUI. Quando se clica em um ponto
da imagem, a respectiva coordenada é inserida na tabela à esquerda, e a outra

imagem do par é exibida para que o usuário indique a correspondência.
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Figura 4.2: Inserção de coordenadas 3D na GUI.

Figura 4.3: Linhas epipolares na GUI. Se houvesse algum ponto pelo qual não
passasse linha epipolar, alguma correspondência estaria incorreta.

botão �...�, que se encontra na região superior esquerda da Fig. 4.1. Então pode-se

proceder à seleção de pontos característicos e suas correspondências. Para fazê-lo,

o usuário seleciona o ponto em uma imagem e, em seguida, a interface exibirá a

outra imagem do par, para que o ponto correspondente ao escolhido seja também

selecionado. Se necessário, o usuário tem à disposição a funcionalidade zoom em

regiões da imagem, utilizando o botão direito para zoom in e o do meio para

zoom out.

Para informar as coordenadas 3D de pontos conhecidos, o usuário entra dire-

tamente com os dados na tabela de pontos à esquerda, como ilustrado na Fig. 4.2.

Após todos os pontos terem sido selecionados e as coordenadas tridimensio-

nais conhecidas terem sido informadas, clica-se no botão �Reconstrução 3D�, que

repassa os dados ao núcleo e lê de volta a saída gerada. A partir dessa leitura,

a GUI mostra as linhas epipolares determinadas pela matriz fundamental (vide

Fig. 4.3), o que é útil para se averiguar a exatidão da matriz determinada (se hou-

ver algum ponto pelo qual não passe nenhuma linha epipolar, as correspondências

estão imperfeitas).
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4.2 Núcleo

O núcleo do protótipo foi escrito em Visual C++, utilizando bibliotecas do livro

Numerical Recipes [15] para SVD. Como já foi dito, o programa se comunica com

a GUI por arquivos de texto, com formatação preestabelecida. Mais especi�ca-

mente, o núcleo aceita um arquivo no qual os pontos correspondentes são linhas

no seguinte formato:

x1 y1 x2 y2 X Y Z

onde os primeiros são as coordenadas do ponto característico em cada imagem, e

X, Y e Z são dados apenas se a localização tridimensional for conhecida.

O núcleo emite duas saídas: uma para a GUI, com as linhas epipolares, e

outra com apenas as coordenadas tridimensionais da reconstrução efetuada. A

primeira saída tem as linhas no seguinte formato:

x1 y1 l1 l2 l3 x2 y2 l4 l5 l6

onde os li representam uma linha epipolar segundo a equação l1x + l2y + l3 = 0

na primeira imagem (idem para os outros li, na segunda imagem). A segunda

saída (da reconstrução em si) tem como linhas simplesmente:

X Y Z

representando pontos tridimensionais determinados pela reconstrução.

Ao ser chamado, o núcleo lê o arquivo de entrada e cria um vetor de objetos

Ponto, com quantos forem as linhas do arquivo de entrada. Esse objeto contém

dois objetos Ponto2D, que descrevem o par de pontos correspondentes, e dois

objetos Ponto3D, que guardam o resultado da reconstrução projetiva e da recons-

trução real. Nos pontos cuja coordenada tridimensional é conhecida, o objeto

Ponto3D relativo à reconstrução real já é preenchido.

O primeiro passo do programa é chamar o algoritmo dos 8 pontos correspon-

dentes, na função oito_pontos(). Essa função faz a normalização dos pontos

correspondentes, monta o sistema linear a partir das condições de correspondên-

cia, resolve o sistema por SVD, diminui o posto da solução para 2 (novamente

por SVD) e então denormaliza a solução com as transpostas das matrizes de

normalização, que foram guardadas.
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Nesse ponto, o programa pode emitir as linhas epipolares. Tendo a matriz

fundamental, as linhas epipolares da imagem 2 são encontradas pela multiplicação

dos pontos característicos da imagem 1 pela própria matriz, e, as linhas da imagem

1, pela multiplicação dos pontos da imagem 2 pela transposta.

Então o programa segue para a reconstrução real. Primeiro, ele monta as

matrizes de câmera canônicas, com a função P_canonicas(). Em seguida, efetua

a triangulação dos pontos, na função triangulacao(). Essa função preenche

um dos Ponto3D de cada Ponto com o resultado da triangulação, que é a re-

construção projetiva. En�m, o programa segue para a função reconstrucao(),

que encontra a matriz de transformação H a partir dos pontos tridimensionais já

conhecidos, para então determinar a reconstrução real a partir da multiplicação

da reconstrução projetiva de cada ponto por H.

Finalmente, o programa emite as coordenadas da reconstrução real de cada

ponto e encerra.
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5 Resultados

Fizemos um teste de reconstrução de uma cena com vários objetos. Na Fig. 5.1,

pode-se ver o par de imagens utilizado e os pontos característicos selecionados.

No caso, os pontos conhecidos, que serviram de objeto de calibração, foram os

quatro do laptop e o da tampa vermelha.

Na Fig. 5.2, vemos as linhas epipolares, encontradas a partir da matriz fun-

damental determinada pelo núcleo. Após fazer a reconstrução, com um programa

simples de edição de imagens colorimos alguns pontos de destaque e plotamos no

Scilab os pontos tridimensionais resultantes da reconstrução, obtendo os resul-

tados apresentados na Fig. 5.3. É interessante notar que os grá�cos apresentam

eixos em escala real, podendo ser utilizados para tirar medidas verdadeiras da

cena.

Embora o processo de seleção manual dos pontos tenha uma incerteza ine-

rente, devida à quase sempre imperfeita identi�cação do ponto característico na

imagem � às vezes é difícil tanto identi�car visualmente o ponto característico

quanto eleger o ponto exato para selecioná-lo com o mouse �, veri�camos que o

resultado não sofreu sérios prejuízos por causa dessa imprecisão. Outra demons-

tração de robustez foi a insensibilidade ao erro da estimativa de posição do ponto

característico da tampa vermelha, que, por não ser solidária ao laptop, teve sua

posição medida sem que se encostasse na mesma.
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Figura 5.1: Par de imagens utilizado no primeiro teste e seus respectivos
pontos característicos.
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Figura 5.2: Linhas epipolares no par de imagens utilizado no primeiro teste.
Nota-se que, em ambas as imagens, o epipolo encontra-se fora da região visível

da imagem.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.3: Reconstrução real da cena, plotada no Scilab � cinza: relógio; rosa:
canetas; dourado: troféu; azul: celular; vermelho: tampa. (a) vista a partir da
perspectiva da imagem 1. (b) idem, imagem 2. (c) vista de topo. (d) vista de

frente.
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6 Conclusão

A partir dos resultados obtidos, veri�camos que o sistema construído satisfaz os

objetivos especi�cados de maneira robusta. Este sistema demonstrou implemen-

tar com perfeição os algoritmos escolhidos para realizar a reconstrução real.

Pode-se acrescentar que, a partir do protótipo construído, seria simples e de

grande benefício implementar algumas funcionalidades que o tornariam mais po-

deroso e ao mesmo tempo mais fácil de usar. Por exemplo, na interface poderia

haver um mecanismo que possibilitasse o reaproveitamento automático de pon-

tos correspondentes entre diferentes pares de fotos, o que tornaria mais fácil a

reconstrução a partir de múltiplas imagens, captando vários ângulos.

Assim, encerramos comentando que obtivemos um protótipo sólido, cujo nú-

cleo é con�ável e permite que a utilidade do sistema seja aumentada amplamente

apenas por conveniências implementadas na interface.
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